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Résumé

Le but de ce mémoire est de démontrer que la primitive de e*” nest pas élémen-
taire. Pour cela, on développe d’abord une théorie des corps différentiels et leurs
extensions. Ensuite on démontre un théoréme du & Liouville griace auquel on pour-
rait parvenir au résultat. Et on finit par des applications du théoréme de Liouville
sur d’autres exemples.

1 Introduction

Les fonctions que ’on rencontre le plus souvent sont des fonctions qui s’expriment par
composition a I’aide des fonctions polynomiales, de la fonction exponentielle, de la fonc-
tion logarithme, des opérations rationnelles (somme, produit, quotient) et des opérations
algébriques (telles que les racines n-iémes). Par exemple, les polynomes, les fractions

rationnelles des polynomes, les fonctions trigonométriques (sin(z) = €= cos(z) =

. . 24
et? fe— 12
—5—)

, les fonctions comme

1095 /sin £

e\/logz

arctan(z) = log(1 4+ iz2) 2— log(1 — iz)
i

sont des fonctions élémentaires.
Plus précisément, on peut définir la notation de fonction élémentaire par récurrence :

Definition 1.1. Les fonctions élémentaires d’un ouvert connexe €2 de C dans C sont
des fonctions qui peuvent étre construites de la facon suivante :

1) Les fonctions constantes z +— a, la fonction identité z — z sont des fonctions
élémentaires.

2) Si f et g sont des fonctions élémentaires, alors la somme f + g, le produit fg, le
quotient f/g si g # 0 sont des fonctions élémentaires.

3) Si f est élémentaire, alors e/ est élémentaire; log(f) est élémentaire a condition
qu’elle soit bien définie sur €.

4) St fo, fr,- - fu avec fr, £ 0 sont des fonctions élémentaires, alors la solution mé-
romorphe de l’équation polynomiale fo + fry+ -+ fuy™ = 0 sur Q (si elle existe)
est une fonction élémentaire.



Une fonction élémentaire définie sur un ouvert () de R est la restriction d’une fonction
élémentaire définie sur un ouvert connexe de C contenant 2.
On note £(QY) l'ensemble des fonctions élémentaires sur €.

A T’aide des régles de calcul de la dérivation, il est relativement facile de calculer la
dérivée d’une fonction élémentaire, aussi compliquée soit-elle, et savoir que sa dérivée
est encore élémentaire. Mais le cas devient plus difficile quand on calcule la primitive :
on n’a que quelques outils restreints, et loin d’étre efficaces (changement de variable,
intégration par parties, etc). Par conséquent, la primitive d’une fonction trés simple peut
étre difficilement calculable, par exemple, [ e” dz.

Le but de ce mémoire est de démontrer que la primitive de e” nlest pas élémentaire.
Pour cela, on développe d’abord une théorie des corps différentiels et leurs extensions.
Ensuite on démontre un théoréme du a Liouville grace auquel on pourrait parvenir au
résultat. Et on finit par des applications du théoréme de Liouville sur d’autres exemples.

Par la définition, il est clair que toute fonction élémentaire est méromorphe dans un
certain ouvert de C, et gréce a la proposition suivante, il suffit de considérer dans le corps
des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe €2 de C :

Proposition 1.2. Soit Q2 un ouvert connexe de C, alors l’ensemble des fonctions méro-
morphes sur Q est un corps. On le note M(QQ).

Or une fonction méromorphe peut ne pas étre élémentaire. Il est donc nécessaire
de considérer les sous-corps de M(£2). Pour mettre en jeu les outils algébriques, il est
raisonnable de définir plus généralement les corps différentiels.

Definition 1.3. Une dérivation sur un corps K est une application D : K — K
satisfaisant a :

Vu,v € K, D(u+v)= D(u)+ D(v), D(uww)= D(u)v+ D(v)u

Un corps différentiel K est un corps muni d’une dérivation D ; on appelle K .4 =
{u € K|D(u) =0} l’ensemble des constantes.

Example 1.4. L’ensemble des fonctions constantes d’un ouvert de C dans C est un corps
différentiel avec la dérwation D : f +— 0. Par isomorphisme, on le note encore C.

Example 1.5. L’ensemble des fractions rationnelles des polynomes sur C est un corps
différentiel avec la dérivation usuelles. On le note C(z)

Example 1.6. L’ensemble des fonctions élémentaires () sur un ouvert connexe Q de
C est un corps différentiel avec la dérivation usuelle.

Example 1.7. L’ensemble des fonctions méromorphes M(Q)) sur un ouvert connexe )
de C est un corps différentiel avec la dérivation usuelle.

Il est évident que C C C(z) C £(2) € M(Q). En plus, Cest = C(2)est = E(Q)est =
M(Q).e = C, c’est une propriété d'un corps différentiel quelconque contenant C et muni
de la dérivation usuel, d’ot vient la définition de sur-corps et sous-corps différentiels :

Definition 1.8. Soit £ un corps différentiel avec D la dérivation sur E. Soit K & E
un sous-corps de E. On dit que K est un sous-corps différentiel de E si K vérifie
D(K) C K et que K.y = E.g. On dit aussi que E est un sur-corps différentiel ou une
extension de K.



Il faut remarquer que l'on s’intéresse seulement aux extensions «pures» c’est-a-dire
les extensions F différentes de K.

Notre but est de chercher la primitive de ¢** dans le corps £(€) pour un certain
ouvert connexe de C. Il est claire que e** étant une fonction holomorphe sur tout C admet
une primitive dans M(C), mais cette primitive est-elle dans £(€2)? Malheureusement
E(Q) est encore tellement compliqué qu’on n’en connait presque rien. Pourtant grace a la
définition par récurrence des fonctions élémentaires, on peut ’aborder par des extensions
de corps différentiel a partir de C(z).

Dans les parties qui suivent, on suppose que tous les corps différentiels considérés sont
commutatifs et contiennent Q. On note K, E des corps différentiels munis de la dérivation
D, avec E un sur-corps différentiel de K. On note K[X] I'anneau des polyndémes en X
sur K, et K(X) le corps des fractions rationnelles de K[X]. Si € E, on note K(x) le
plus petit sous-corps de E contenant K et z. K* désigne K'\{0}. On exprime parfois une
fonction par son expression explicite, par exemple, z désigne la fonction identité f(z) = z.

Ce mémoire s’inspire prioritairement du document [1], et les exemples dans la section
5 viennent du document |2].

2 Des propriétés élémentaires d’un corps différentiel

D’abord il est nécessaire de voir certaines propriétés élémentaires importantes d’un
corps différentiel.
Notons que, la dérivation sur un corps différentiel renvoie a des formules classiques :

1) Yu,v € K* on a

En particuler, on a D(u)/u = D(v)/v si et seulement si u/v € K.q
2) D(0) = D(1) =0

3) V(u,v) € K x K*, D(%) = 2e-ubl)

1) ¥(u,n) € (K x N)U (K" x Z), D(u") = mu" ' D(w)

)

En effet, d’apreés la définition 1.3, on a :

1 D(uv) (")ULD(UW = DL“) + (v) , en appliquant cette formule avec u = x/y,v =y,
on a la deuxiéme formule de 1). En particulier, S‘) = 1()1;) & Diu) - Dl(}) =0«
D(u/v) = 0.

2) D(0) = D(0+0) = 2D(0), done D(0) = 0; D(1) = D(1x1) = 1x D(1)+1x D(1) =
2D(1), donc D(1) = 0.
3) Par 1) et D(1) = 0, on a vD(1/v) = —D(v)/v, dot D(1/v) = —D(v)/v?, alors
D(%) = D(u)/v+ D(1/v)u = D(u)/v — uD(v) /v
4) Siu = 0,n € N, alors D(u") = 0 = nu"'D(u), si u € K*,n € Z, par 1), on a
D(u™)/u™ = nD(u)/u, donc D(u™) = nu" 1D (u).
Nous présentons maintenant une propriété importante de la dérivation dans K[X].
Proposition 2.1. Si P = Y ;X' € K|[X], on note PP le polynéme > D(a;)X" et
i=0 =0
P’ le polynome dérivé de P au sens usuel i.e. P' = > iaq;X*"'. Pour v € K, on a

D(P(w) = P'(u)D(u) + PP(u). -



Preuve. Soit P =3 ;X" € K[X]. Alors on a

D(P(u)) = D()_au') = Z D(aju') = (D(a;)u' + a;D(u'))
Or, D(u') = iD(u)u’"t. Do,
Z D(a;)u’ + Z a;D(u') = Z D(a;)u’ + Z ia;D(w)u'" = P'(u)D(u) + PP (u).

O

Proposition 2.2. L’ensemble des constantes K. = {u €K|D(u) = 0} est un sous-
corps de K. On Uappelle donc le sous-corps des constantes. De plus, la dérivation D est
K g —linéaire, et on a aussi Q C K .

Preuve. Tout d’abord, remarquons que 1 et 0 sont dans K.i. De plus, si u,v € K 4, i.e.
D(u) = D(v) =0, alors D(u+v) = D(u) + D(v) = 0; D(u) + D(—u) = D(0) = 0 donc
D(—u) =0; D(uv) = D(u)v+uD(v) = 0;siv # 0, alors D(u/v) = D(u)/v—uD(v)/v* =
0. On en déduit donc que K. est un sous-corps de K.

Pour tout a,b € Ko et u,v € K, on a D(au + bv) = D(au) + D(bv) = D(a)u +
aD(u) + D(b)v + bD(v) = aD(u) + bD(v), D est donc K.q—linéaire.

K étant un corps contenant Q, alors le plus petit sous-corps de K contenant 0 et 1
est Q, donc Q C K. O

3 Extensions des corps différentiels et fonctions élé-
mentaires

Cette section consiste a construire ’ensemble des fonctions élémentaires £(§2) a partir
de C(z) par des extensions de corps différentiel.

Lemme 3.1. Soit E un sur-corps différentiel de K et v € E, alors K (v) est un sur-corps
différentiel de K (ainsi un sous-corps différentiel de E) si et seulement si D(v) € K(v).

Preuve. Si K(v) est un sur-corps différentiel, il est d’abord un corps différentiel, donc il
est nécessaire que D(v) € K(v). Réciproquement, si D(v) € K(v), par la définition, il
faut verifier que D(K(v)) € K(v) et que K(v)est = Kest = Fest- La deuxiéme propriété
est évident, il reste donc de démontrer que Yu € K(v),D(u) € K(v). On considére
U={ue Kw)|D(u) € K(v)}, alors K C U,v € U. De plus pour z € U,y € U\{0}, on
a D(x —y) = D(z) — D(y) € K(v), D(xz/y) = D(x)/y — zD(y)/y* € K(v), donc U est
un sous-corps de K (v). Or K (v) est le plus petit sous-corps de E contenant K et v, donc
U= K(v),ie Yue K(v),D(u) € K(v). O

Par la définition 1.1, si A est un sous-ensemble de £(£2), alors le corps engendré par
A est un sous-corps de £(2)(mais pas forcément un sous-corps différentiel). Si K est un
sous-corps différentiel de £(2) et si u € K, alors K(e*) est encore un sous-corps de £(£2).
En plus, comme D(e*) = €¢"D(u) € K(e*), par Lemme 3.1, K (e") est une extension de K.
De méme, K (logu), K({/u) sont aussi des sous-corps différentiels de £(£2) et extensions
de K, d’ou viennent les trois types d’extension de corps différentiel : extension algébrique;
extension logarithmique ; extension exponentielle.
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3.1 Extension algébrique et transcendante

Si K est un corps différentiel, si on considére la racine n-iéme v = u d’un élément
u € K, alors v est annulé par le polynoéme P = X" —u € K[X].

Definition 3.2. Un élément v € E est dit algébrique sur K s’il existe P € K[X]\{0}
tel que P(v) = 0. Dans le cas contraire, il est dit transcendant.

Si P € K[X] est tel que P(v) = 0, alors tout multiple de P est annulateur de v. On
a 'existence et I'unicité du polynéme minimal de v défini ainsi :

Definition-Proposition 3.3. Si v € E est algébrique sur K, alors il existe un unique
polynome unitaire irréductible M, € K[X] tel que, pour Q € K[X], on ait I’équivalence
Q) =04 M, | Q. On appelle M, le polynéme minimal de x sur K.

Preuve. La fonction ¢ : K[X]| — K(v) définie par ¢(P) = P(v) est un morphisme
d’anneau, alors ker ¢ est un idéal de K[X]. v € E est algébrique sur K, par la définition,
P € K[X]\{0} tel que P(v) = 0, donc keryp # {0}. Comme K[X] est un anneau
principal, ker ¢ est un idéal principal, il existe donc M, € K[X]|\{0} tel que ker p = (M,),
on a donc 'équivalence Q(v) = 0 < M, | Q. Quitte a diviser par le coefficient dominant,
on peut supposer que M, est unitaire.

M, est irréductible car si M, = PQ, on a P(v)Q(v) = 0 donc P(v) =0 ou Q(v) =0,
alors M, | P ou M, | @, au moins un de P, Q est de méme degré que M,,.

Supposons qu'il existe M, € K [X] unitaire qui engendre ker ¢, alors M, | M,, M, |
]\7@, onadoncl\z,:Mv. O

Par l'existence du polynéme minimal, si v € E est algébrique sur K, alors on peut
déduire que K (v) est un sur-corps différentiel de K. En effet, soit M, le polynéme minimal
de v, on a 0 = D(M,(v)) = MP(v) + M!(v)D(v) avec M! un polynéme de degré plus
petit que le polynéme minimal, donc M/ (v) # 0, on a alors D(v) € K(v), par Lemme
3.1, K(v) est bien un sur-corps différentiel de K.

Definition 3.4. Un sur-corps différentiel E de K est dit algébrique si E est de la forme
E = K(v) ou v est algébrique sur K. Sinon E est dit transcendant sur K.

Example. Soit K un sous-corps différentiel de E(Y) et fo,...,fn € K avec f, # 0.
Supposons que Jv € M(Q) tel que fo+ fro+---+ fov™ =0, alors K (v) est une extension
algébrique de K.

On peut considérer un sur-corps de K comme un espace vectoriel sur K. De ce point
de vue, un sur-corps algébrique de K est de dimension finie.

Proposition 3.5. Si E = K(v) est un sur-corps algébrique de K, M, est le polynome
n—1

minimal de v et deg M, = n, alors K(v) = @ Kv'. Réciproquement, si E = K(v) est de
=0

dimension finie sur K, alors v est algébrique sur K.

Preuve. Par la proposition 3.3, M, est irréductible sur K, donc K[X]/(M,) est un corps.
Par le théoréme d’isomorphisme, le morphisme ¢ défini dans la proposition 3.3 induit
un isomorphisme ¢ : K[X|/(M,) — p(K[X]). Alors o(K[X]) = ¢(K[X]/(M,)) est un



corps, il est donc identique a K (v). De plus, K[X]/(M,) = {P € K[X]| deg P < n}, et
pour P € K[X]/(M,), on a ¢(P) = P(v), d’ou

n—1

K(v) = (K[X]/(M,)) = {P(v)| P € K[X] avec deg P < n} = Kv*
i=0
Réciproquement, si ' = K (v) est de dimension n sur K, alors les éléments 1, v, ..., v"
sont linéairement dépendants, il existe ag, aq,as,...,a, € K, tous ne sont pas nuls, tels
que > a;v° = 0, v est donc algébrique sur K. O

i=1

Il existe des extensions transcendantes, un exemple trivial est C(z) sur C, et on verra
d’autres exemples dans les sections 3.2 et 3.3.

Proposition 3.6. Si K (v) est transcendant sur K, alors la fonction ¢ : K(X) — K(v)
définie par p(R) = R(v) est un isomorphisme de corps. Ainsi, on peut définir sur K(X)
une dérivation D telle que YR € K(X),D(p(R)) = ¢(D(R)). On dit que ¢ est un
isomorphisme de corps différentiel.

Preuve. Soit v transcendant sur K, alors VP € K[X]\{0}, on a P(v) # 0, ¢ est donc
bien définie. VR;, R; € K(X), on a

@(R1 + Ry) = (R1 + R2)(v) = Ri(v) + Ra(v) = p(R1) + p(R2)

P(RiRs) = (R1R2)(v) = Ri(v)Ra(v) = o(F1)p(2)
d’ott ¢ est un morphisme de corps. Si R = P/Q # 0, on a P(v) # 0,Q(v) # 0, alors
o(R) = P(v)/Q(v) # 0. ¢ est donc injective, K(X) est isomorphe & p(K (X)), qui est
aussi un corps. Or K (v) est le plus petit corps contenant K et v, donc K(v) = p(K(X)).
On définit une application D sur K(X) par D(R) = ¢~} (D(R(v))), alors p(D(R)) =
D(p(R)). De plus, D est une dérivation sur K (X), en effet, pour Ry, Ry € K(X), on a

D(R; + Ry) -1

N1l
\hgl~6
ISESES
o X
===
T+
ST
LS =

=
_|_
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F

D(RiRy)

TH(D(Ri(v) Ra(v)))
“H(D(Ri(v))Re(v) + Ri(v)D(Ra(v)))

T(D(R()e T (Ra(v) + ¢ (R () (D(Ra(v)))
(R1)R2 + R1D(R,)

I
96 6 6 TS

Si R € K(X) tel que D(R) = 0, alors D(R(v)) = ¢(D(R)) = 0, R(v) € K.y Comme
(R — R(v))(v) = R(v) — R(v) = 0, par la transcendance de v, on a R — R(v) = 0
donc R = R(v) € Kg, ce qui montre que K (X).q = K . En conclusion, K(X) est un
sur-corps différentiel de K et isomorphe & K (v). O

Gréce a cet isomorphisme ¢, une fois qu’on vérifie que K (v) est transcendant sur K,
on peut se renvoyer dans le sur-corps différentiel (K (X), D) isomorphe a (K (v), D), toute
propriété de la dérivation sur K (X) est aussi vraie pour la dérivation sur K (v). Donc
désormais on ne distingue pas K (v) avec K(X) si v est transcendant sur K.
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3.2 Extension de type logarithmique
Dans cette section on travaille sur les extensions de type K (logu) avec u € K*.

Definition 3.7. Dans un corps différentiel E, on dit que v € E est un logarithme de
u € E* si D(v) = D(u)/u et on note v = logu.

Un sur-corps différentiel E de K est dit logarithmique, s’il est de la forme E = K (v)
ouv € E est un logarithme d’un élément u € K*.

Dans cette partie, on pourrait développer des propositions sur une extension logarith-
mique, mais pour les applications dans la section 5, on suppose plus généralement que
K (v) est un sur-corps de K tel que D(v) € K, et rappelons que 'on a la convention que
K (v) est différent de K, donc v ¢ K. On définit une application & : K[X] — K[X] par
9(P) = D(v)P' + PP € K[X], alors par la proposition 2.1, on a 2(P)(v) = D(P(v)),
et si en plus v est transcendant sur K, alors 2 coincide avec la dérivation D définie sur
K (X) dans la proposition 3.6, car dans ce cas-la on a ¢(Z(P)) = D(P(v)).

Proposition 3.8. Si P € K[X] est un polynome tel que 2(P) € K, alors P est de la
forme P =aX + b avec a € K.y4,b € K.

n
Preuve. Soit P =) ;X" avec n > 1, alors on a
i=0

P(P) = D(v)P' + PP = D(a,) X" + nz:(D(ai) + (i + Dag1 D(v) X"

P(P) € K si et seulement si

{ D(an) =0 (1)
D(a;) + (i+1)aiaD(w) =0 Vi=1,2,...,n—1 (2)

Supposons maintenant que deg P = n > 2, alors a,, # 0. Par (1), on a a, € K., et
par (2) en prenant i = n—1 > 1, on a 0 = D(a,—1) + na,D(v) = D(a,—1 + na,v),
donc a,_1 + na,v € K.u, d'ott v € K, ce qui entraine que K(v) = K, contredit notre
convention que K(v) # K.

Donc P est de la forme P = aX 4 b avec a,b € K, et par (1), on a a € K.q. ]

Proposition 3.9. Si Q € K[X] est un polynéme unitaire tel que Q | 2(Q), alors Q = 1.

Preuve. Soit Q € K[X] un polynéme unitaire. Si 2(Q) # 0, alors deg 2(Q) < deg @, ce
qui rend @ | Z(Q) impossible.

On a donc Z(Q) = 0. Par Proposition 3.8, on n’a que deux possibilité : soit ) = 1,
soit @ =X +bavecbe K.SiQ =X+b,onal=2Q)v)=DQw)=Dw+b),
alors v + b € K4 contredit le fait que v € K. O

La proposition suivante indique qu'une extension logarithmique K(v) est toujours
transcendante sous notre convention que K (v) # K.

Proposition 3.10. Une extension K (v) vérifiant D(v) € K est transcendante.

Preuve. On montre que v est transcendant sur K. Par absurde, supposons que M, €
K[X]\{0} le polynéme minimal de v, alors Z(M,)(v) = D(M,(v)) = D(0) = 0. Par la
définition de polynéme minimal, M, est unitaire et M, | Z(M,). Par la Proposition 3.9,
on aurait M, =1 donc M,(v) = 1 # 0, contradiction. O



3.3 Extension de type exponentiel

Au contraire de la section précédente, on traite ici les extensions de type K(e*) avec
ue K.

Definition 3.11. Dans un corps différentiel K, on dit que v € K* est une exponentielle
deuw e K si D(v)/v= D(u) et on note v = e*.

Un sur-corps différentiel E de K est dit exponentiel, s’il est de la forme E = K(v)
ou v € F est une exponentielle d’un élément u € K.

Soit K (v) une extension exponentielle de K avec D(v)/v = D(u),v ¢ K, pour le
polynome P € K[X], onnote 2(P) = D(u)X P'+PP? € K[X], alors D(P)(v) = D(P(v)).
De facon analogue a la section précédente, on a les propositions suivantes :

Proposition 3.12. Soit P = ZaX’ avec a, € K tel que a,0" ¢ K., alors on a
D(P)#0 et deg Z(P) = degP

Preuve. a,v" ¢ K.y implique que a,, # 0 et deg P = n. On a la formule de Z(P) valable

pour tout n € N :

P(P) = D(u)XP'+ PP = (ia;D(u) + D(a;)) X"
i=0
Alors deg Z(P) < deg P. Pour que deg Z(P) < deg P, il faut que na,, D(u) + D(a,) = 0,
donc nD(v)/v + D(a,)/a, = 0, ce qui équivaut a D(a,v™)/(a,v™) = 0, il faut donc
a,v" € K4, ce qui contredit notre hypotheése. O

Proposition 3.13. On suppose que Vn € N* v™ & K. Soit P € K|[X] tel que P | 2(P),
alors P est de la forme aX"™ avec a € K

Preuve. Soit P = Z:azXZ € K[X]| avec a, # 0, supposons que P posséde au moins

deux termes, alors n > 1 et 35 < n tel que a; # 0. Par I'hypothése que v™ ¢ K donc
a,v" & K.s et la proposition 3.12; on a deg Z(P) = deg P. Pour que P | Z(P), il faut
que dg € K* tel que Z(P) = qP, i.e.

n

Z(iaiD( )+ D(a;) X" = anz

i=0
En comparant les coefficients de X™ et X7, on obtient
na,D(v)/v+ D(a,) = qa,, ja;D(v)/v+ D(a;) = qa;

On a donc D(a,v™)/(a,v™) = q = D(ajv?)/(a;07), ce qui nous donne v" 7 € K avec
n — j > 0, contredit notre hypotheése. O]

Corollaire 3.14. Une extension exponentielle K(v) est transcendante sauf si In € N*
tel que v" € K. Ce qui équivaut a dire que, K(e") est transcendante sauf si In € N* tel
que nu soit un logarithme d’un élément de K.

Preuve. Supposons que v est algébrique sur K et M, est le polynéme minimal de v, on a
M, | 2(M,). SiVn € N* v" & K, par la proposition 3.13 et la propriété de M, on aurait
M, = X, donc v = M,(v) = 0, ce qui contredit la définition d’exponentielle. O
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A partir d’ici on suppose que v est transcendant sur K. Grace a l'isomorphisme ¢
défini dans la proposition 3.6, on se renvoie dans le sur-corps différentiel K (X), qui est
de type exponentiel, et la fonction & dans les propositions précédentes coincide avec la
dérivation D définie sur K (X).

Proposition 3.15. Soit R € K(X) tel que D(R) € K[X], alors soit R € K.s soit R est
un polynéme de méme degré que D(R).

Preuve. Posons R = N + P/Q avec P,Q, N € K[X], ) unitaire non-nul et P soit nul
soit vérifiant deg P < deg @, pged(P, Q) = 1.

Si P = 0, alors R est un polynéme. Si R ¢ K.y, d’aprés la proposition 3.12, on a
deg D(R) = deg R.

Si P # 0, I'hypothése D(R) € K[X] équivaut a D(P/Q) = (D(P)Q — PD(Q))/Q* €
K[X], alors QD(P/Q) = D(P) — PD(Q)/Q € K[X], on a donc ) | PD(Q). Comme
pged(P,Q) = 1, on a @ | D(Q). Par la proposition 3.13, @ est de la forme @ = X",
D(Q)/Q = nD(u) € K, alors deg QD(P/Q) = deg(D(P)— PD(Q)/Q) < deg P < deg .
pour que cela soit vrai il faut que D(P/Q) = 0, donc P/Q € K.g, deg P = deg Q, ce qui
contredit notre hypotheése. O

3.4 Extension algébrique

Pour faciliter la démonstration du théoréme de Liouville, nous allons développer une
théorie plus détaillée sur les extensions algébriques.

Soit £ = K (v) une extension algébrique sur K, soit M, € K[X] le polynéme minimal
de v de degré n, alors par la proposition 3.5, K(v) est un espace vectoriel de dimen-
sion n sur K, avec la base 1,v,...,v" 1. Si u € K(v), I'application x + uz est une
application K-linéaire sur K (v), on note m, a la fois 'application et sa matrice sur la
base 1,v,...,v" 1. Par les connaissances d’algébre linéaire, la trace et le déterminant
d’une application linéaire ne dépendent pas du choix de base, on note tr(u) = tr(m,) et
N(u) = det(m,,). Par la définition de trace et de déterminant, on a les faits suivants :

1) tr est K —linéaire.

2) Pour A\ € K, tr(\) = n\.

3) Pour z,y € K(v), N(zy) = N(x)N(y).
4) Pour A € K, N(\) = \™.

Pour une matrice A = (a;;) € M,(K) On note AP la matrice (D(a;;)). Pour u €
K (v), il existe un unique P € K[X] avec deg P < n tel que u = P(v), les coefficients de P

étant les coordonnées de u sous la base 1,v,...,v" !, on appelle P le polynéme coordonné
de u. On définit une application linéaire A : K(v) — K(v) par A(P(v)) = P'(v)D(v).

Lemme 3.16. Pour tout x € K(v), on a
m$oA+mD(x):Aom$+me (%)

Preuve. On note @, € K[X] le polynéme coordonné de xv™, et g, le vecteur colonne
correspondant. Alors

me= (00 @ - Gn-1)
et
mb = (¢ of ... )

9



Pour y = v* ol i < n, on calcule I'image de y par I'application a gauche
my 0 Av' + mpv' = ziv' ' D(v) + D(z)v' = zD(v') + D(z)v" = D(zv")
et par 'application a droite
A omuv' + mPvt = A(zv') + mPv' = Ql(v)D(v) + QP (v) = D(xv")
Deux applications linéaires envoyant la base vers les mémes images sont identiques, on a
donc démontré I'égalité (x). O
Proposition 3.17. Pour tout x € K(v), on a tr(D(z)) = D(tr(x)).

Preuve. D’aprés la propriété de trace, on a tr(m, o A) = tr(A om,), donc par (x), on a
tr(D(z)) = tr(mpe)) = tr(m?) = D(tr(z)). O

Pour A € M, (K), on note A# la transposée de la matrice des cofacteurs de A. Pour

N 1 0
xGK(U),Onnotem#:{O (@)fz st . Alors on a m,# = m#, car si x =0, on a

sinon
mgs = mit = 0, sinon, par I'égalité m,+m, = N(x)I = m#¥m,, avec m, inversible, on a
I’égalité voulue.

Lemme 3.18. Pour une matrice A, on a D(det A) = tr(A# AP), et pour tout x € K (v),
on a tr(z#D(x)) = D(N(z)).
Preuve. Pour A = (a;;), d’apres la formule de Leibniz, on a

n

D(det(A)) = D(Y_ (o) [[aotra) = D (o Haa@ Y

ceS, i=1 geS,
=2 &)Y Dlagw) [] s
O’GGn =1 1<j<n
JF#
=YY e(0)D(aons) [] oty
i=1 c€6, 1<j<n
j#i
=22 | 2. &) ] aowi | Dlars)
=1 k=1 ocEGH 1<j<n
o(i)=k i
=D > AlDlari) = (AFAP);,
i=1 k=1 =1
= tr(A* AP)

Pour z € K (v), par I'égalité (), on a

tr(z# D(z)) = tr(m¥mp)) = tr(m¥m?D) + tr(m¥ Am,) — tr(m#m,A)

T

Or m#m, = m,m# = N(x)I, donc tr(m#Am,) = tr(mym# A) = tr(m#m,A), d’ou

T

tr(2# D(z)) = tr(m¥m?) = D(det(m,)) = D(N(z))

T
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Proposition 3.19. Pour tout x € K(v)*, on a

(

Preuve. D’aprés ce qu’on a fait,

3.5 Définition des fonctions élémentaires

Jusqu’ici on peut caractériser les fonctions dans £(2) a 'aide des extensions de C(z).
Par la définition 1.1, Vf € £(), il existe des sur-corps (K;)o<i<m de C(2) tels que f € K,
et

(C(Z):K()CKl CKQC"'CKm,1CKm

ou Ky est de la forme K;(viy1), avec v;11 € K;yq étant soit algébrique sur K, soit un
logarithme ou une exponentielle d'un élément de K;.

Dans le cas général, pour un corps différentiel K, on peut définir les sur-corps difté-
rentiels élémentaires de K ainsi :

Definition 3.20. Un sur-corps différentiel & de K est dit élémentaire sur K s’il existe
une suite (K;)o<i<m de sous-corps de E telle que :

K=KycKiCcKycCc---CK,1CK,,=F

ot Ky est de la forme K;(viy1), avec vipq € Ky étant soit algébrique sur K;, soit un
logarithme ou une exponentielle d’un élément de K;.

Soit f € K, une primitive élémentaire de f est un élément g appartenant a certain
sur-corps différentiel élémentaire de K, tel que D(g) = f.

4 Théoréme de Liouville

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme dia a Liouville, relatif aux
fonctions élémentaires dont les primitives sont élémentaires|3]|.

Definition 4.1. Dans un corps différentiel K, on appelle somme de Liouville dans K
tout élément de K de la forme

D(g) + Z ¢ ng)

, avec g € K, c; € Kq, f; € K\{0}.

Théoréme 4.2 (Liouville-Ostrowski). Soit E un sur-corps élémentaires de K, soit f €
K. Si f admet une primitive dans E i.e. 3g € E tel que D(g) = f, alors f est une somme
de Liouville dans K.

Avant de démontrer ce théoréme, il est utile d’énoncer le lemme suivant :
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Lemme 4.3. Soit D une dérivation sur le corps des fractions rationnelles K (X)) vérifiant
D(X) € K[X]; Soient P € K[X],Q € K[X|\{0} tels que pged(P,Q) = 1, et (Q;);es
une famille finie de polynomes non nuls de K[X]| sans facteur carré et premiers entre eux
deux a deux. S’ils vérifient [’égalité suivante :

P; P
L-p
jeJ Q; Q

alors Q | D(Q). Si de plus i € J est tel que pged(Q;, Q) = 1, alors Q; | P;.
Preuve. D’aprés la formule de D(P/Q), on a

PD(Q) — QD(P) B D(f) B Z & B Zje] (PJ er],k;éj Ql) (+)
Q? B Q - jeJ Qj N Hje] Q;
D’ot on a
Q*Y (Pj 11 @) = (PD(Q) —QD(PP) ][] @
jeg k€ J k] jed
Donc
Q* | (PD(Q) - QD(P)) [T @;
jed

Posons R = pged(Q?, HjeJ ();), en divisant par R, on en déduit que % et W sont

premiers entre eux. D’out d’aprés le lemme de Gauss il vient que % | (PD(Q)—QD(P)).
Comme les (Q);) e sont sans facteurs carrés et premiers entre eux deux a deux, le produit
de @), est encore sans facteurs carrés. R étant un diviseur de [ e @j est alors aussi sans
facteurs carrés, on a donc R | Q* = R | Q. Donc Q | PD(Q) — QD(P).Par conséquent,
Q| PD(Q). On en déduit que @ | D(Q) car pged(P, Q) = 1 par hypothése.

Soit i € J est tel que pged(Q;, @) = 1, On a vu précédemment que @ | D(Q), i.e
M € K[X] tel que D(Q) = M@, donc par (xx), on a

" 2 jes Pillkesnz; @k Q (Pz‘ [Tz Qe+ 2254 B Ty Qk)
HjEJ Qj Qz Hj#i Qj
Donc @); divise le numérateur, et comme pged(Q;, Q) = 1, et dans chaque terme de la

somme Z#in [Iiz; @ il y a un facteur @Q;, on a donc @; | P;[[,.; Qk- Or pour tout
k 7& Zangd(Qka) - 17 donc Qz ’ Pz ]

Ce qui suit est la démonstration du théoréme principal.

PM — D(P)=Q

Preuve du Théoréme de Liouville-Ostrowski. Soit E un sur-corps élémentaire de K, par
la définition, il existe une suite (K;)o<i<m de sous-corps de E telle que :

K:K()CKlCKQC“'CKm,lCKm:E

ou Ky est de la forme K;(viy1), avec v;41 € K;yq étant soit algébrique sur K, soit un
logarithme ou une exponentielle d’un élément de K;. Supposons que f € K et dg € E tel
que f = D(g), alors f est une somme de Liouville dans E, on va donc démontrer qu’elle
I’est aussi dans K par récurrence sur m. Si m = 0, le résultat est immédiat. Supposons
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qu'on a démontrer le résultat pour m = n € N; i.e. f est une somme de Liouville dans

E =

K, implique qu’elle I'est aussi dans K, alors pour m = n + 1, si f est une somme

de Liouville dans FF = K, 1, par I’hypothése de la récurrence, elle est une somme de
Liouville dans K7 = K (vy). 1l suffit de démontrer qu’elle 'est aussi dans K.

1)

Si vy est algébrique sur K, soit d la dimension de K; sur K. Par la formule de somme

de Liouville,
)+

JjeJ

g € Klac] € Kcstaf] € K*

En appliquant les opérateurs tr et N définis dans la section 3.4, alors

df = tr(f) = 9+ et ( >— +Z

jedJ jeJ

Or, tr(g), N(f;) € K, f est donc une somme de Liouville dans K.

Si K7 = K(v1) est transcendant, logarithmique ou exponentiel sur K, alors on peut se
placer dans le corps différentiel K (X) isomorphe a K (v;), donc f € K est aussi une
somme de Liouville dans K (X) :

—i—Zc]

Jje€J

-
[lic: P;;”"
Posons R; = ajﬁ avec a; € K* et Pj;, Qjr des polyndomes unitaires irréduc-

keEK ]k
Q]k
= g

iel keK

tibles, alors

D(R;)  D(ay)
Rj - aj + Z

En appliquant cette formule dans ’expression de f, et en regroupant tous les termes,
on en déduit que f peut s’écrire sous la forme

DRSS

i€l jeJ

avec R € K(X), f; € K*, et Q; € K[X]|\{0}. Posons R = P/Q avec () unitaire et
pged(P, Q) = 1, alors

—f =Y

i€l jeJ

et le lemme 4.3 s’applique, on en déduit que @ | D(Q), et si j € J est tel que

pged(Q;, Q) =1, alors Q; | D(Q;).

a) Si K(X) est logarithmique, alors Ju € K tel que D(X) = “) .Ona@ | D),
alors par la proposition 3.9, ) = 1, ce qui entraine que Vj € J pged(Q;,Q) =1
donc Q; | D(Qj), donc @Q; = 1. Alors on a

SR

el
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Par la proposition 3.8, P =aX + b avec a € K.y et b € K. On a finalement que

f=aD(X +Z #“_Zci#
icl !

el

qui est une somme de Liouville dans K.
D(X)

b) Si K(X) est une extension exponentielle, alors Ju € K tel que =7~ = D(u).

Puisque @ | D(Q), par la proposition 3.13 et le fait que @ est unitaire, @ est de la
forme X™. Alors pour tout j € J tel que Q; # X, on a pged(Q;, Q) = 1 et donc

Q; | D(Q;), Q; = 1. Ce qui implique que

fZ —fZ

i€l el

D(u) € K

Donc, d’aprés 3.15 on aura soit R € K., soit R est un polyndéme de méme degré
que D(R) cad deg R = 0. Dans les deux cas, on a R € K. Ce qui prouve que

f=D(R+ du +Z

el

est une somme de Liouville dans K.

5 Exemples des primitives non-élémentaires

Nous terminons notre mémoire par des applications du Théoréme de Liouville. On
démontrera que les fonctions suivantes n’admettent pas de primitives élémentaires|2]|, ce
qui répond aussi a la question initialement posée :

z

fi(z) = eZQ, fa(2) = %, fa(z) = , fi(z) = ztanz, fs5(z) = 27

Il faut d’abord déterminer & quel corps différentiel appartiennent respectivement ces
fonctions, et connaitre les types d’extensions par rapport a C(z). On voit facilement que
fi € C(2)(€7), fo € C2)(€), fs = T35~ € C)(€), fu = FHE7 — iz € C(2)(e™),
fs = e*°8= € C(z)(log 2)(e*!°8*), les propositions suivantes permettent de déterminer la
transcendance de chaque extension.

sin z

Proposition 5.1. Soient K(T') est un sur-corps différentiel transcendant de K tel que
D(T) e K, soitU € K(T) tel que U ¢ K, alors U n’admet pas de logarithme dans K(T).

P o . . .
Preuve. Posons U = a% oua € K et P;,Q); € K[T] unitaires irréductibles, ¢;,d; €
i€t @;

N. Supposons que U € K(T') admet un logarithme P/Q € K(T), on P,Q € K[T] avec
unitaire, et pged(P, Q) = 1, alors par la définition, on a

by 2Y)_ D, D

U a

i€l jeJ

Le lemme 4.3 s’applique, on a donc @ | D(Q). Par la proposition 3.9, on a @Q = 1. Cela
entraine que P, | D(P;),Q; | D(Q;) pour tout ¢ € I,j € J, donc P, = 1,Q; = 1. Alors
U = a € K, contradiction. O
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Proposition 5.2. Sous les mémes hypothéses sur K(T) de la proposition précédente,
soit K(T)(eV) une extension exponentielle avec U € K(T) tel que D(U) ¢ K, alors
eV est transcendante sur K(T). Dans un cas particulier, si u € C(z)\ C, alors " est
transcendant sur C(z).

Preuve. Supposons que eV est algébrique sur K (7T'), alors par la proposition 3.14, il y
aurait n € N* tel que nU soit un logarithme d’un élément R € K(T), c-a-d nD(U) =
D(R)/R € K(T). On a R ¢ K car sinon D(U) € K. Mais par la proposition précédente,
cela implique que R n’admet pas de logarithme dans K (7T), contradiction.

Dans le cas particulier, si u € C(z) \ C, alors pour tout n € N*, nu n’est pas un loga-
rithme d’une constante. Comme z est transcendant sur C, par la proposition précédente,
nu n’est pas un logarithme d’une fraction rationnelle non-constante de z, ce qui implique
la transcendence de e". O

La proposition 5.2 nous répond déja que e* est transcendant sur C(z) si u € C(z)
et si u n’est pas constant. Pour C(z)(log z)(e*!°6%), par la proposition 5.1, z n’a pas de
logarithme dans C(z), donc log z ¢ C(z), log z est donc transcendant sur C(z), et le fait
que D(zlog z) = log z+1 & C(z) entraine aussi la transcendance de e'°8* sur C(z)(log z).

Ensuite, il faut démontrer qu’elles n’admettent pas de primitives élémentaires. Par le
théoréme de Liouville, il reste & démontrer qu’elles ne sont pas des sommes de Liouville
respectivement dans les corps auxquels elles appartiennent.

Vu les différentes expressions de f1,..., f5, on établit une proposition permettant de
démontrer tous les résultats voulus.

Proposition 5.3. Soit K(X) une extension exponentielle transcendante de K et a_,

ai,...,ay € K. Posons
a_1 N P
F:7+Z%X+Z@
m=1 i€l

avec P;,Q; € K[X]|, Q; # X des polynomes unitaires irréductibles différents vérifiant
deg P; < deg Q;. St f admet une primitive élémentaire, alors pour toutm = —1,1,... N,
il existe by, € K tel que D(by, X™) = an X™ ; pour tout i € I, il existe ¢; € K.q tel que
Qi | (CiD<Qi> - Pi)'

Preuve. Soit u € K tel que D(u) = D(X)/X. Par le théoréme de Liouville, si F' admet
une primitive élémentaire, alors F' est une somme de Liouville dans K (X). D’apreés ce
qu’on a fait, on peut exprimer F' dans la forme suivante :

a1 & o P P
F}y+Z%X+Z§=m@+Z@
m=1 ¢

el leL

D(g1) + Z de<Q]>

qi = Q;
Pour chaque @;, on peut supposer qu’il y a un certain j € J tel que Q); = @), sinon on
ajoute d; D(Q;)/Q; au membre de droite avec d; = 0. On peut aussi supposer que Q; = X
pour un certain j, pour la méme raison. En regroupant les termes et quitte a changer de
notations et d’indices, on peut écrire

N
a1 e oD ey 2@ | - aD@) = P
X+mZ:1aX +D(Q)+JZ€;J o +; 5
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ol A = e, 2% X ) 4 Y ieL €l ggl) € K, et Qj,Q; sont des polynémes unitaires irréductibles,
différents I'un de l'autre, aussi différents de X. Alors par le lemme 4.3, on a @ | D(Q),
Par la proposition 3.13, on a Q = X", ce qui entraine que Q; | D(Q;), Qi | (¢;D(Q;)—PF;),
car ();, Q); sont irréductible, dlfferents de X. A partir du fait que Q; | D(Q;), on aurait

(
(Q); = X™, mais cela contredit 'hypothése sur @;, d’ou ) ieJ ]Dé D) = 0. Pour chaque

i € I, puisque deg P; < deg@Q;, deg D(Q;) = deg Q;, alors deg(c; D ( ;) — P;) = deg @,
donc Zza% € K.

Qi
On a donc
+Za X™ = i+ D()
m=1 " 8 Xn
avec,u:/\—l—ziel%el(,d’ofl

N
a1 X" '+ a, X" = D(P) — nPD(u) + pX"

m=1

Posons P =) b,X?, alors D(P) —nPD(u) = > (D(b,) + (p — n)b,D(u)) X?, donc

p

a X" Y @ X" =Y (D(b,) + (p — n)b,D(w) XP + pX"

m=1 P

En comparant les coefficients de chaque coté, on a a,, = D(byym) + mbyim D(u). Quitte
a changer d’indices, on a a,, = D(b,) + mb,D(u) = D(b,) + b, D(X™)/X™, d’on
apX™ = D(by, X™), pour m = —1,1,..., N. ]

Proposition 5.4. Sous les hypothéses de la proposition précédente, si de plus K = k(T')
est une extension transcendante de k tel que D(T) € k, et si a,,, D(X)/X € k[T, alors
b, € E[T.

Preuve. On a déja que a,, = D(b,,) +mb,,,D(X)/X. Si K = k(T), et que a,,, D(X)/X €

k[T], posons b,, = A/B avec B unltalre et pged(A,B) = 1, alors a,, = D(A/B) +

mAD(X)/(BX), d’ou a,,B = D(A) — AD(B)/B + mAD(X)/X, on a donc B | D(B).

Par la proposition 3.9, on a B = 1. O
On revient aux cinq fonctions fi,..., f5.

Pour f; = €%, on applique la proposition 5.3 avec k = C,T = 2, K = C(z), X =
e” a; = 1 et la prop081t10n 5. 4 Si f1 admet une prnnltlve élémentaire, alors 3¢ € C[z]
tel que e** = D(ge*"), donc ** = ¢'e*” + 2zge””, d’ott ¢’ +2zg = 1. Or deg(g +22g9) >0
si g # 0, Iégalité n’est donc possible pour aucun polynéme g.

Pour f; = €*/2™, on applique la proposition 5.3 avec K = C(z), X = €*. Si f, admet
des primitives élémentaire, alors g € C(z) tel que e*/2" = D(ge?). Remarquons que
cette égalité doit étre valable sur tout C*, par la relation entre I'intégrale et la primitive,
on aurait fC 01) € /2" dz = 0. Or par le théoréme de résidus, cet intégrale est non-nulle
pout tout n € N*, donc f, n’admet pas de primitive élémentaire.

Pour f3 = & ;fz - , on applique la proposition 5.3, si f3 admet une primitive élémen-

. iz —1iz . . o). 21 . A .
taire, alors £— et 5— admettent aussi leur primitive élémentaire. Par le méme raisonne-

ment qu’on a fait pour fs, ce n’est pas possible.
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Pour fy = fﬁfﬁﬁ — 1z, on pose g = %, si f4 a une primitive élémentaire, alors g
aussi. On applique la proposition 5.3 avec K = C(2), X = €** P = 2i2,Q; = X + 1,
alors il existe ¢ € C tel que (X +1) | (¢cD(X 4+ 1) — 2iz), i.e. (X +1) ]| (¢X — 2z) donc
(X +1) | (2+c¢), ce qui n’est pas possible.

Pour f5 = €*1°% on applique la proposition 5.4 avec k = C(2),T = logz, K =
C(z,logz), X = e*!°8* Si f5 admet une primitive élémentaire, alors 3g € C(z,log z) tel
que e*°8* = D(ge*8?), donc D(g) + g(1 + logz) = 1. Comme D(e*°8%)/(e?!8%) =
1+ logz € C(z)[log z], par la proposition, on a g € C(z)[log z]. Or le degré de D(g) +
g(1 + log z) par rapport a log z ne peut pas étre 0, d’ou la contradiction.
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